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W zadaniach 0-4 µ oznacza miarȩ na przestrzeni mierzalnej (X, Σ). Wszystkie
zbiory A, B, An itp. należa̧ do Σ.

Zadanie 0
Czy funkcja przyporza̧dkowuja̧ca wszystkim zbiorom z Σ wartość 0 jest miara̧?

Zadanie 1
Udowodnij wzory

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)− µ(A ∩B)

µ(A \B) = µ(A ∪B)− µ(B)

µ(A∆B) = µ(A ∪B)− µ(A ∩B)

o ile odjemniki nie sa̧ nieskończone.

Zadanie 2
Udowodnij, że dla dowolnego cia̧gu zbiorów An zachodzi nierówność

µ(lim An) ≤ lim µ(An),

natomiast jeśli µ(
⋃

n An < ∞), to również

µ(limAn) ≥ lim µ(An).

Podaj przykÃlad na istotność zaÃlożenia.

Zadanie 3
Podaj przykÃlady na to, że powyższe nierówności nie musza̧ być równościami.

Zadanie 4
Udowodnij, że jeśli µ(

⋃
n An < ∞) i lim An istnieje, to wtedy już zachodzi równość

µ(lim An) = lim µ(An),

Niech (X, Σ) bȩdzie przestrzenia̧ mierzalna̧. Funkcjȩ ν : Σ → [0,∞] nazywamy
miara̧ skończenie addytywna̧ jeśli ν(A∪̇B) = ν(A) + ν(B) oraz ν(∅) = 0.



Zadanie 5
Które wÃlasności miary speÃlniaja̧ też miary skończenie addytywne? (np. A ⊂ B =⇒
µ(A) ≤ µ(B), albo wÃlasności z zadania 1)

Zadanie 6
Wykaż, że każda miara skończenie addytywna (w tym każda “prawdziwa” miara
prezeliczalnie addytywna) sepÃlnia warunek

|µ(A)− µ(B)| ≤ µ(A∆B)

(o ile µ(A) < ∞ lub µ(B) < ∞, bo inaczej wychodzi symbol nieoznaczony).

Zadanie 7
Dla dowolnej miary skończenie addytywnej ν udowodnij wzór

ν(
⋃̇
n

An) ≥
∑

n

ν(An)

Zadanie 8
Udowodnij, że µ jest miara̧ wtedy i tylko wtedy gdy jest miara̧ skończenie addy-
tywna̧ cia̧gÃla̧ z doÃlu.

Zadanie 9
Podaj, na jakiej́s przestrzeni mierzalnej, przykÃlad miary skończenie addytywnej ν,
która nie jest miara̧.
Wsk. Weź Σ = 2X , gdzie X jest dowolna̧ przestrzenia̧ nieskończona̧, a ν niech
przyjmuje tylko wartości 0 lub ∞ (na jakich zbiorach co?).

Zadanie 10*
Niech ν bȩdzie miara̧ skończenie addytywna̧. Określmy µ : Σ → [0,∞] wzorem

µ(A) = inf

{ ∞∑
n=1

ν(An) : (An) jest cia̧giem rozÃla̧cznym takim, że
⋃̇
n

An = A

}
.

sprawdź, że µ jest miara̧ (przeliczalnie addytywna̧).
Wsk. Sprawdź najpierw, czy µ jest miara̧ skończenie addytywna̧.


